Capit ulo 9

Memorias Asociativas of3

En cste capitulo se proponc un nucvo modclo de memorias asociativas,

Las herramientas matemdticas del nuevo modclo incluyen dos opcra-
cioncs binarias inventadas cx profeso. cuyos operadores fucron bautizados
arbitrariamentc con las dos primcras grafias del alfabeto gricgo: a y /3.

Las nucvas memorias asociativas afl son de dos tipos v cada uno de
cllos puede operar en dos modos diferentes. La operacién a es itil en la
fasc de aprendizaje, micntras que la operacién 8 da sustento a la fase de
recuperacién de patrones.

Las propicdades algebraicas de las operaciones a y 8 permiten que las
nucvas memorias a3 exhiban caracteristicas similares a las que son inher-
cntes a las memorias asociativas morfoldgicas binarias. en cuanto a capaci-
dades de aprendizaje v almacenamicento, tipos y cantidades de ruido a que
son robustas, y condicioncs suficientes para respucsta perfecta; adicional-
mente, cs preciso enfatizar que la densidad aritmética de las nucvas memo-
rias asociativas cs menor que la correspondicnte a las memorias asociativas
morfolégicas.

La razén para tomar como referencia a las memorias asociativas mor-
folégicas para la creacién de las memorias a3, consiste en que los autores de
las primcras han mostrado que cstas memorias supcran ch varios aspcctos
alos modclos conocidos de memorias asociativas hasta los inicios del tercer
milenjo.

En cste capitulo sc demucstra de mancra tedrica que las nucvas memo-
Nas, cn ambos modos de opcracion, pucden soportar cantidades impresio-
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102 CAPITULO 9. MEMORIAS ASOCIATIVAS o3

nantes de ruido. aditivo o sustractivo, para cntregar salidas perfectas e |,
fase de recupceracion de patroncs.

9.1. Herramientas Matematicas

Esta scccién consta de tres partes. En la primera s¢ presentan las dog
opcraciones binarias originales a y 3, las cuales sirven de base para construir
cuatro opcraciones matriciales. que son presentadas en la segunda parte;
finalinente, cn la tercera parte se enfatiza ¢l papel que jucgan las relaciones
de orden en cste trabajo, al definir los diferentes tipos de ruido que pueden
alterar un patrén binario dado.

9.1.1. Operaciones Binarias o y 3

Los conjuntos A y B sc definen asi:
A={0,1} 'y B=/{0,1,2}

La operacién binaria a : A x A — B cstd dcefinida en la siguiente tabla:

z|y|a(zy)
0Jo] 1
of[1] o0
1[o] 2
1[1] 1

La operacién binaria a cxhibe algunas propicdades algebraicas, expucs-
tas a continuacién. donde \/ ¢s ¢l opcrador mdzimo y \ cs cl operador
minimo:

La operacién binaria 8: B x A — 4 cstd dcfinida cn la siguicnte tabla:
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Blx,y)
0

NN =~ Oolo|R
=|QoI=o|~ow

Ll Rl Rl E=—1 K~}

Propiedades algebraicas de la operacién binaria g:

B(l,z) ==z

B(z,z) =z Vz € A

(z <) — [B(z.2) < By, 2)]

(z < y) — [3(2,2) < Blz.y)]
Bl(zVy).2| =B(z,2) V3 (y.2)
Bl(zAy).z] = B(z,2) AB(y.2)
Blz,(yV =) =B8(z,y) VB(z,2)
Blz,(yAz)] = B(z,y) AB(z,2)

Propiedades de la aplicacién combinada de ambas operaciones o y f:

5[a($ y),yl=2
Blofz,y),z| =z
) (.‘.L‘,.’E),y =Yy

Lo anterior significa que 8 es la inversa de a por la derecha y por la
izquierda.

Los conjuntos A y B, las operaciones a y 8 junto con los operadores A
(minimo) y \/ (méximo) usuales, conforman cl sistema algebraico (4, B, a, BN V)
en el que estdn inmersas las nuevas memorias asociativas af.

9.1.2. Operaciones Matriciales U,, M, Ys y Mz
Se definen las siguientes cuatro operaciones entre matrices:

o

1. Operacién amaz: Puaxr Yo Qrxn = [ i . donde

]ﬂ'lKﬂ

r

f5= V a(pik, G;j)

k=1
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d Qperncion 3maz: Proxr Us Qrxn = [ffj] , donde

= mxn

f,f = V B(pix» Gk j)
k=1

, donde

mxn

3. Operacion amin: Poxr Mg Qrxn = [hg]

r

w5 = N a(pix, i)

k=1

4. Operacién Bmin: Prxr M3 Qrxn = [hfi] , donde

mxn
he; = /\ B(pix, gk ;)
k=1

k es un entero positivo que puede tomar valores entre 1 y r inclusive.

Obsérvese la dualidad entre los pares de operaciones U, y M, por un
lado, y entre Wg y Mz por el otro.

Restricciones:

= Ninguna de las cuatro operaciones esta definida si 33, k tales que gkj =
‘)

-

= Las operaciones W, y M, no estdn definidas si 3i, 7, k tales que pix = 2
o grj = 2.

Estas restricciones aparentan ser causa de potenciales problemas que
podrian aparecer al usar las operaciones anteriores; sin embargo, las nuevas
memorias asociativas estdn disenadas de modo que nunca ocurra algiin caso
prohibido.

Lema 1. Sean x € A", y € A™; entonces y U, xt cs una matriz de
dimensiones m x n, y ademas se cumple que: y U, x! = y M x*.

El sfmbolo X representari a las dos operaciones W, y M, cuando se opere
un vector columna de dimensién m con un vector fila de dimensién n:

YU x* =yBx'=ym, xt
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La ij-Csima componente de la matriz y & x! csta dada por:
[y 8], = a(yi-z;)
ij 1=

Es dccir, la ¢j-ésima componente de la matriz y* B (%) sc expresa de
la siguicnte mancra:

y" & (x")],; = o, =)

Lema 2. Scan x € A" y P una matriz de dimensiones m % n. La op-
cracion P, «, Uz x da como resultado un vector columna de dimensién
™m, cuya i-¢sima componente tienc la si- guicnte forma: (Pyxn Usx), =

V_-';=1 B(pij.x;)

Lema 3. Scan x € A™ y P una matriz dc dimensiones m x n. La op-
cracion P,,xn, M3 X da como resultado un vector columna de dimensién
m. cuya i-ésima componente ticne la si- guiente forma: (Ppxn Mz Xx), =

n .

j=13(pij,xj)

9.1.3. Relaciones de Orden y Tipos de Ruido

La rclacién de orden usual tienc importancia central al definir operativa-
mente los tipos de ruido que es posible encontrar en los patrones de entrada,
¥ cn cl papel que jucgan los operadores \/ y/A\ en la generacion y operacion
de las memorias a/3.

A continuacién sc enuncian algunos conceptos respecto dec la relacion
dc orden entre matrices, considerando a los vectores columna como casos
particulares (Moore, 1968; Roscn, 1995). Las componcntes de matrices y
vectores serdn clementos de uno de los conjuntos A o B.

El mdximo de dos matrices P v Q cs otra matriz M que sc representa
por M = P\/Q, y cuya ij-¢sima entrada sc define como mi; = pij V ;-

El minimo de dos matrices P v Q cs otra matriz N quc sc representa
por N = P AQ, y cuva ij-¢sima cntrada sc dcfine como n;; = pij N\ Gij-

La notacién P < Q indica que la matriz P ¢s menor o igual que la matri
Q. v csto se cumple si y s6lo si pij < ¢ij» Vivj.
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P < Q indica que la matriz P es estrictamente menor que la matriz Q.
y csto sc¢ cumple si v s0lo si pij < qij. ViVj y 3ip, jo tales que pigj, < Giojo-

Las anteriores consideraciones ticnen relevancia cn ¢l contexto de este
trabajo, al considerar los diferentes tipos de ruido que pueden distorsionar
un patrén de entrada dado.

Sean dos vectores columna x' € A" v x2 € A"; sc dice que x! cs menor
o igual a x2 si v solo si cada una dec las componentes del vector x! es mcenor
o igual a la corrcspon- diente componente cn ¢l vector x2. Esto sc expresa

asi:
x! <x? ezl <a?vie {1,2...,n}

Scan dos vectores columma x! € A" y x2 € A”: se dice que x! es menor

a x2 si y solo si: cada una de las componcntes del vector x! ¢s menor o

ignal a la corrcspondicn- tc componcntc cn cl vector x2, y existe al mcenos

un valor ig € {1.2....,n} para cl cual sc cumple la desigualdad estricta.
Simbolicamente, csto sc expresa asi:

12 [ z! <z?Vie{l.2...,n} ]

x! <x - 3
y 3ip € {1,2,....n} tal que 2} <z}

Para ¢l caso de dos vectores columna y! y y? que pertenceen al conjunto
A™ las definiciones antceriores siguen sicndo vilidas:

y'<y® ‘—’yj < y;; Vje{l.2.....,m}

[ y} <yiVje{1,2..,m} ]

1
¥ Fjo € {1,2....,m} tal que yj, < yJ?.U

Yy <y2+—+

Ahora. sca x € A" un patrén fundamental de entrada para una meimoria
asociativa a3. El patrén x pucde ser alterado. para dar lugar a un vector X.
por tres tipos de ruido:

1. Ruido aditivo, si x < X. Esto significa que todos los posibles cambios
en los valores de las coordenadas de x para obtener X consisten cn
colocar un valor 1 donde habia un valor 0; es decir. la tinica posibilidad
de cambio cn las coordenadas de x sc traduce en: 3 ¢ € {1.2, ey T}
para cl que z; = 0 y Z; = 1, pero no existe j € {1,2,....n} para cl que
zj =1y Z; =0. Ademds: x < X — a; < T, Vi € {1,2,....n}
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2. Ruido sustractivo, si x > X. Esto significa que todos los posibles cam-
bios cn los valores de las coordenadas de x para obtener X consisten en
colocar un valor 0 donde habfa un valor 1; cs decir, la nica posibilidad
dc cambio cn las coordenadas de x se traducc en: 37 € {1.2...,n}
para cl que z; = 1y z; = 0. pero no existe j € {1,2, sosg M) pa;:a cl :1ue
x; =0y Zj =1 Ademés: x > X — ; > T;, Vi € {1,2, sy}

3. Ruido combinado o mezclado. si ¢l ruido cs una mezela de aditivo con
sustractivo. En cste caso no cs posible establecer un orden entre ol

patrén limpio y ¢l ruidoso, dado que los valores podrén scr cambiados
alcatoriamente. sin respetar necesariamente las reglas de los items 1 y
2

Si el ruido cs de 0%. ¢s claro que x = X

9.2. El modelo de las Memorias Asociativas af3

En csta scccidén sc presenta la obtencion, justificacién tedrica v uso de las
nucvas memorias asociativas basadas cn las opcraciones binarias originales

ay B.
9.2.1. Memorias Heteroasociativas a3

Sc proponen dos tipos de memorias heteroasociativas a3: tipo 'V y tipo
A: se desarrollardn sélo las de tipo V ya que las propicdades de las memorias
tipo A sc obticnen por dualidad.

Sc usar4 cl operador & cl cual ticne la siguicnte forma. para los fndices
pe{1,2,..p}, i€ {l.2,..,m}.yj€{l.2..,n}

" B (x)]; = s 25)

Fase de aprendizaje.

PASO 1 Para cada g = 1,2, ..., p. a partir de la parcja (x,y") sc construyc
la matriz
[y" B () b
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PASO 2 Sc aplica ¢l opcrador binario mdximo \/ a las matrices obtenidas

cn cl paso 1:
P
V=\ [y&x"] (9.2)
=1
La cntrada ij-ésima cstd dada por la siguicnte expresion:
P

vij = \[ al, =) (9-3)

=]

Es posiblc obscrvar que vi; € B. Vi€ {1.2....,m}. Vj € {1.2.....n}
|

Fase de recuperacion.

CASO 1: Patrén fundamental Scpresenta un patrén x¥, conw € {1,2, ..., rh
a la memoria hetcroasociativa af tipo V v sc realiza la opcracién mga:

V mgy x*¥ (9'4)
Dado que las dimensiones de la matriz V son e x n y x* ¢s un vector

columna de dimensién n. el resultado de la operacién anterior debe ser
un vector columna de dimension 7n, cuya i-ésima componentc es:

(V mg3 X"")i = /\ ,’3(1/,-1,:1'_‘;') (95)
i=1
n p
(Vagx“), = ABS |\ a2, a (9.6)
J=1 n=1

CASO 2: Patrén alterado Sc presenta un patrén binario x (patrén alter-
a(.lo dc‘algun patrén fundamental x“) que es un vector columna dec
dimension n, a la memoria heteroasociativa a3 tipo V y sc realiza la
opcracion Mg : i

Vg x (9.7)
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El resultado de la operacion anterior ¢s un vector columna de dimen-
sion m, cuya i-Csitna componente sc expresa de la siguiente manera:

(Vayx), = A B8(;.7)) (9-8)
j=1
n p

(Vagx), = ABS |V a2 .5 (9.9)
j=1 n=1

Lema 4. Sca {(x".y") | o =1,2.....p} cl conjunto fundamental de una
memoria heteroasociativa o3 representada por V. Si w es un valor arbitrario
de indice tal que w € {1,2....,p} entonces V Ay x¥ > y*.

Demostracién.- Sca ¢ € {1,2,....m} arbitraria. La 7-ésima componentc
del vector V Mg x* sc expresa asi:

(V @;3 Xw)‘- = /\ B(ij,l':;)

i=1
pcro
r
T L}
vij = V a(y!,x))
n=1

por cllo:

P

oty 2
1

(Vazx<), = \ 5B j
=1

p=
Por otro lado, por hipétesis w € {1.2,...,p}. y csto significa que:

P
V a(l.2f) = alyf, z5)
n=1

: . 3 . o cssban
Sc realiza la operacién binaria S. cligicndo los dos ll’ll()glbl((l)‘i d(;]0 o
. 1zquicr e rando dcrec

desigualdad como operandos izquicrdos, y 7; (:(.)mo opc ; °

ambos casos. Dado que 3 cs creciente por la izquicr da. sc ticne:

’ ; p W) s
B\ alyl . 2f)] -5 > 3 [o(yy . =) 25 ]

n=l1



110 CAPITULO 9. MEMORIAS ASOCIAT]vpg, 3
53

Al tomar ¢l minimo de ambos micmbros respecto del indice bE
n P n
] 1 (] e o .
N8BSV oWl z)] a5 0 2 A\ Blaly.z3).25)
j=1

p=1 7=1

Por transitividad dc la desigualdad anterior:

n
(Vmg; x“")'. > /\ 3 [G(!/?Ja xj):-"_f]

=1
Adcmas:
3 [a(y;":rj‘“):r]""] =y
csto cs:
n
(Vs x), 2 N\ o
j=1
Pero
n
Nve =v¥
Ji=1

porque ¥ no depende de j. es decir:
(V rm.;j xu:)j 2 y‘:;

Dado que 7 sc cscogié de mancra- arbitraria, sc pucde afirmar que la
cxpresién anterior cs valida para todos los valores de 2. cs decir:

(Vg x¥). > y? Vie{l.2...,m}

Por lo tanto:
Vmgx* > y“ Conclusién.

En virtud de que el valor w es arbitratrio dentro del conjunto de indices
para los patrones del conjunto fundamental. estc Lema deja en claro que la
desigualdad se cumple para todas las parcjas de patrones que son clementos
del conjunto fundamental, sin imponer condicion alguna.

[

Teorema 1. Sca {(x*,y*) | # = 1,2,....p} cl conjunto fundamental de
una memoria heteroasociativa a3 representada por V. Si w cs un valor de
indice arbitrario tal que w € {1,2,.... p}, y si ademds para cada i € {1...., m}
sc cumple que 3j = jo € {1.....n}. el cual depende de w y de 1, tal que
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_— oy, x Jn), cntonees la recuperacion Vg M3 X cs perfecta; s decir
Vg X’ =y o

ostracién.- Sca i 2
Dem € {1,2,...m} arbitraria. La i. ¢sima componente
del vector V My X* sc expresa asi:

n

(Vrm_ﬂx i /\ V,Jx

peLe al mismo ticmpo, al hacer j = jo. sc cumple la siguicnte desigualdad:

/\ Bvij.2¥) < B(vije, 2). ¥ por transitividad se llega a:
j=1

(V mg x“), < B(vijg. z “)
Adcmds, por hipétesis vij, = a(y, a %), es decir:

(Vg x), < B8 [al?,22),22 )
Adcmas. sc ticne
B oy 5). 25] =y
por lo que la desigualdad anterior queda asf:

(Vg x*), < 37

Dado que ¢ sc cscogio de mancra arbitraria, se pucde afirmar que la
cxpresion anterior cs vilida para todos los valores de i, por lo que:

(Vmgx¥), <y Vie({l,2...,m}
La cxpresién anterior se traduce en la siguiente designaldad vectorial:
Vo x <y*

Pero al cumplirse la hipétesis del Lema 4, se ticne la desigualdad cn cl
otro scntido

Vrfn_,gx“’zy"’

Por lo tanto, sc llega a la recuperacion perfecta dcl patrén y*:

Vi x =y” Conclusién.
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Teorema 2 (forma equivalente matricial del Teorema 1). s
para cada asociacién (x*.y*) dcl conjunto fundamental de una memori;,
heteroasociativa a3 V, sc cumple que cada fila de la matriz V — yv g (x<)!
conticne una cntrada ccro, entonces la memoria V recupera el conjunt de
patrones de salida fundamentales en forma perfecta.

Demostracion.- Dado que la tesis cs igual, cs suficiente encontrar un cnuy-
ciado que sca légicamente cquivalente a la hipotesis del Teorema 1.
Como w cs un valor de indice arbitrario tal que w € {1,2....,p}. la
hip6tesis sc pucde expresar asi:
Vw € {1.2....p} ycadaie {l....m},
Jjo € {1,...n} tal que vij, = a(yy, 5,)
Pero las siguicntes expresiones son vilidas:
alyf,2) = [y* B (x°)]
1% Jo _ ijo
Vijo = [Vl

por cllo, la expresion:
g o bl
Vijo = a(yi’ Zio

cs cquivalente a
— w i
Vlijo = [y B(x) ]ijo
quc a su vez s¢ puede transformar cn
’ L _
[v]ijo - [yd & (x¥) ]ijo =0
v finalmentc en la expresion

_ g wyt _
[V-y“®(x )]ijo—{)
Por lo anterior podemos obtener una expresién logicamente cquivalente
a la hipétesis del Teorcina:

Vw € {1,2,..,p} ycadaie€{1,..,m},
Jjo € {l...,n} tal que [V -~y“'IZI(X“")!]'.J.0 =0

La ultima cxpresién se pucde cnunciar del signiente modo cquivalente:
para todas las asociaciones del conjunto fundamental de la memoria het-
croasociativa a3 V, sc cumple que cada fila de la matriz V — y*“ K (X"')l
conticnic una centrada cero.
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Ha llcgado ¢l momento de atacar un problema trascendental cn el tecma
de las memorias asociativas: encontrar las condiciones suficientes para que
una memoria asociativa (en este caso para la memoria heteroasociativa o3
tipo V) recupere patrones de salida fundamentales a partir de patrones de
cntrada distorsionados con ruido, es decir. patrones de entrada no funda-
mentales. Dentro de esas condiciones suficientes debe incluirse la canticlad
y los tipos de ruido a los que la memoria ¢s inmune: aditivo o sustractivo.

Lema 5. Sca {(x'*.y*) | £ =1,2,....p} el conjunto fundamental de una
memoria heteroasociativa a3 representada por V. y sca X € A" un patrén
alterado que sc presenta a la memoria V como entrada. Si 3w € 1 R P

tal quec cs posible obtener ¢l patrén X altcrando ¢l patrén fundamental x*
con ruido aditivo, entonces V Mz X > yv.

Demostracion.- Sca i € {1,2....,m} arbitraria. La i-ésima componcntc
del vector V M3 X sc expresa asf:

(V@sx), = N B(vi; 1)) (9.10)
j=1

Por otro lado, por hipétesis X cs una alteracién con ruido aditivo del
patrén fundamental x*. vy sc ticne x¥< X ; es decir: X > x¥. lo cual implica
que

.-'l-:j > 1‘;. Vi€ {1.2....,1’1}

Sc realiza la opcracién binaria 3, cligicndo los dos micmbros de csta
desigualdad como operandos derechos. v a la ij-¢sima componcente v;; de V

como operando izquicrdo en ambos casos. Dado que 3 es creciente por la
derecha. se ticne:

N B 55) 2 N\ Bwijiz5)
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Pcro

n
/\ ﬁ(”ijax?) = (V @;3 xw),'
i=1

csto cs:
(Vmgs )-E),- > (V mg x“’)i

Adcmés, por Lema 4
(V mg x¥); >y

y por transitividad con la cxpresion anterior:
et (r7)
(V M3 X)‘. > Y,

Dado que i se cscogié de mancra arbitraria, se pucde afirmar que la
cxpresion anterior cs valida para todos los valores de 7, es decir:

(VMg X), >y Vie{1,2,...m}

Por lo tanto:
Vmgx=>y* Conclusién.

Tcorema 3. Sca {(x*,y") | # = 1,2,....p} cl conjunto fundamental de
una memoria heteroasociativa agd representada por V, y sca X € A" un
patrén alterado con ruido aditivo respecto de algiin patrén fundamental x*
con w € {1,2,....p}. Si sc presenta X a la memoria V como cntrada, y si
ademds para cada i € {1,....m} sc cumple la condicién de que 37 = Jo €
{1,....n}. ¢ cual depende de w y de i tal que vjj, < a(ye.Tj,), entonces la
recuperacion V Mg X es perfecta; es decir V mz x = y*“.

Demostracién.- Sca i € {1,2....,m} arbitraria. La i-¢ésima componentc
dcl vector V M3 X sc cxpresa asf:

(Vas x), = N\ 8(vij, 35)

J=1

pcro al mismo ticmpo, al hacer j = jg. se cumple la desigualdad:

n
N\ B(vi5.7;) < Bijo-Tio)
Jj=1
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y por transitividad sc llcga a:
(Vs %), < Bisn- Zjo) (9.11)

Por otro lado. por hipétesis v;;, < a(y?,%j,); se realiza la operacién
bhinaria B, cligicndo los dos micmbros de esta desigualdad como opcrandos
jzquicrdos, ¥ Tj, como opcrando derccho en ambos casos. Dado que A3 cs
creciente por la izquicrda (propicdad 33 de la Tabla 3.4), sc ticne:

B(vijo.Tj0) < B [O(?I;Jefjo):i:jo]
Por transitividad dc csta desigualdad con la expresion 9.11:
(Vs X); < Blayy Tjo). Tsp)
Adcmaés:
3 [a(yfsijo)’ijn] =y

¢sto cs:
(Vs x); <y’

Dado quc % se escogié de mancra arbitraria, sc puede afirmar que csta
cxpresion cs vdlida para todos los valores de i, por lo que:

(Vg x), <yy Vie({l.2...m}
Esta expresion se traduce en la siguiente desigualdad vectorial:
Vmgx <y“

Por lo tanto, aplicando ¢l Lema 5. sc llega a la recupceracion perfecta del
patrén y“.
Vagx =y Conclusién.

El Lema 5 v ol Teorema 3 indican que las memorias heteroasociativas
af tipo V ticnen cierta inmunidad al ruido aditivo, y cspecifican las condi-
ciones quc deben cumplirse para que la respucsta sca perfecta cn presencia
de ruido aditivo.

Serest]
Dc mmcdmto surge una interrogante: ;qué pasa con cl ruido sustractivo:.
Las m V son sensibles a ruido sustractivo; una pequena can-
cmorias a3 tipo V so
tidad de ruido sustractivo pucde tener cfectos no descados cn la opcracién
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de cste tipo de memorias, los cuales son caracterizados por ¢l Teorema sigy,.
icnte: |

Teorcma 4. Sca {(x*,y") | 4 = 1,2,....p} cl conjunto fundamental (¢
una memoria heteroasociativa a3 representada por V, y sca X € A"y,
patron alterado con ruido sustractivo respecto dc algiin patrén fundamentg)
x“ con w € {1.2....,p}. Al presentar X a la memoria V' como entrada se
cumple lo siguicnte: para cada jo € {1,....n} tal que 2% haya sido alter-
ado para obtener Zj,, si 3ip € {1....,m} para cl que vi;, = 1, entonces
(V myg ‘Xv)'.o =0.

Demostracién.- Sca X una version distorsionada con ruido sustractivo del
patrén fundamental x¥: es decir, x < x¥, lo cual implica que z; < :r;"
Vj € {1,2,...,n}. Dependicndo del porcentaje de ruido sustractivo con que
sc ha alterado x*, pucde haber mds de un valor de j, hasta cl mimero de bits
con valor 1 cn x¥, para los que s¢ cumple la desigualdad cstricta z; < zy.

Sca jg € {1....,n} un fndice para cl quc sc cumple la desigualdad cstricta:
Zjo < a%; es decir, debe cumplirse que € =0y 25 = 1. La expresion para
la componente 7 del vector recuperado cs:

n

(V m3 i)i = /\ ,‘3(1’63', :'Ej)
ij=1

Reescribamos la expresién anterior para tomar cn cucnta explicitamente
cl valor de jp:

el (Vij,ffj)] ;
(Vag ), = [B(Vijo: Tjo)] -
[/\?=jo+1 Bvij. 51’)]

Es decir:

(Vmg; i).‘ = /\ lﬁ(uijm O)I )

Nosor1 B, )]

jo=1 . 02
(N2 B 5)]

Por hipétesis, 3ip € {1,....m} para cl que Vigjo = 1. Ana- licemos cste
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caso critico:
n—1 ~
_ [ j:] (Uinj':rj)]' W
(v @,3 x)in = /\ [f‘j(”iojmo)]s
[A_?:jo-p 1 -"3(Uiuj H EJ )] )
[ 2 Bvies T . )
A [8(1,0)],

Nj=jo+1 BWiaj, :fj)] J

o

(Vmg i);o

Pero 3(1.0) = 0, por lo que la expresion anterior se transforma cn:

[ i 5(‘40:‘-51)] ;
(Vs i);n = /\ 0,
[A;=jo+l BVigj- T )]

Por lo tanto:

(Vmagx), =0

io

|

Nota importante: Sin cmbargo, dado cl jo del Teorema 4, si vij, # 1,
Vi € {1, ..., m}, entonces cl ruido sustractivo cn la componente Tj, no afecta
la posible recuperacion perfecta del patrén y“. Esto significa que la memorias
a3 tipo V son capaces de soportar ciertas cantidades de ruido sustractivo.

Las memorias heteroasociativas a3 tipo A sc desarrollan por dualidad,
particndo de los resultados obtenidos para las memorias heteroasociativas
a;3 tipo V. Para cllo. sc rcalizan los siguicntes cambios:

= Dondec haya un opcrador \/ colocar un A
» Dondec haya un opcrador A colocar un \/

= Usar cl opcrador Uy cn lugar del opcrador Mg

Micntras que las memorias heteroasociativas a3 tipo V tienen cicrta in-
municdad al ruido aditivo v son scnsitivas a ruido sustractivo. con las memo-
rias heteroasociativas a3 tipo A sucede precisamente lo contrario: son in-
muncs a cierta cantidad de ruido sustractivo, pcro sensitivas a ruido aditivo.
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Una pequena cantidad de ruido aditivo puede tener efectos no descados e
la operacion de este tipo de memorias a3; sin cmbargo. las memorias aj3
tipo A son capaccs de soportar cicrtas cantidades de ruido aditivo.

9.2.2. Memorias Autoasociativas a3

Si a una memoria heteroasociativa se le impone la condicion de que
y* = x" Vu € {1,2,....p}. entonces deja de ser heteroasociativa y ahora se

le denomina memnoria autoasociativa.

A continuacién sc cnlistan algunas caracteristicas dc las memorias au-

toasociativas a;3:
1. El conjunto fundamental toma la forma {(x",x") | p=12,..p}

Los patrones fundamentales de entrada y de salida son de la misma
dimension; denotéinosla por .

%)

3. La memoria cs una matriz cuadrada. para ambos tipos. VyA S
] n — — —_— 5
x"" € A", entonces V = [Vij], 0w ¥ A = [Nij)uxn

Al igual como sc hizo para las memorias heteroasociativas. sc desarrol-
lardn sélo las memorias autoasociativas a3 de tipo V. ya que las propicdades
de las memorias tipo A sc obticnen por dualidad. ‘

Fase de aprendizaje.

PASO 1 Paracada g = 1,2,...,p. a partir de la parcja (x",x!") sc construyc
la matriz

[x" R (x")'] (9.12)

nxn

PASO 2 Sc aplica ¢l operador binario mdzimo \/ a las matriccs obtenidas
cn ¢l paso 1:

p
v=\ [x&(x)] (9.13)
=1
La cntrada 7j-ésima de la memoria cstd dada asf:
p
vij =\ a@.2}) (9.14)
=1

Sc tiene que v;; € B, Vi€ {1,2,....,n}. Vj € {1,2,...n}
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Fase de recuperacion.

CASO 1: Patron fundamental Sc presenta un patrén x“,conw € {1,2,....p},
a la memoria autoasociativa a3 tipo V y se realiza la operacién Mg :

Vg x* (9.15)

El resultado de la operacién anterior serd un vector columna de di-
mensién n.

n
(Vmg x“’)i = /\ B(vi;. _C;) (9.16)
J=1
n i
(Vagx?), = ABL |\ a2,z (9.17)
j=1 p=1

CASO 2: Patron alterado Sc presenta un patrén binario X que es un vector
columna de dimensién n. a la memoria autoasociativa a3 tipo V y sc
rcaliza la opcracién Mg :

V@3 x (9.18)

Al igual que cn cl caso 1, cl resultado de la operacién anterior es un

vector columna de dimensién n. cuya i-¢sitna componente sc cxpresa
de la siguicntc mancra:

(V M3 i)z = /\ .’3(Vij15j) (9.19)
j=1
n p
vagx), = ABS |V akhd)i.5 (9.20)

Lema 6. Una memoria autoasociativa ag tipo V ticnc inicamente unos
cn su diagonal principal.

Demostracién.- La ij-¢sima entrada de una memoria autoasociativa a3
tipo V cst4 dada por
P
_ Bl
Vij = V 0-(-1',‘ -3-_,')

=1
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Las entradas de la diagonal principal sc obticnen de la expresiéon antcerior.
hacicendo z = j:

»
Vii = V a(zl'.a?), Vie{1,2,...,n} (9.21)
p=1

Pero se tiene que
Lt 1Y =
a(xy.xi) =1

por lo que la expresion 9.21 se transforma cn:

p
vi=\(1)=1, Vie{1.2,.,n}
n=1

|
Teorema 5. Una mcmoria autoasociativa a8 tipo V rccupera dc mancra

perfecta cl conjunto fundamental completo; ademss, ticne mdxima capacidad
de aprendizaje.

Demostracion.- Sca w € {1,2,...,p} arbitrario. Dc acucrdo con cl Lema
6, para cada i € {1,....n} escogida arbitrariamente

Vi = 1= O(.’K?’,:t:-"')

Es dccir. para 7 € {1,....n} cscogida arbitrariamente, 3jo =7 € {1,... n}
quc cumple con:
L. == oo W
Vijo = a(x?, 2§
Por lo tanto, de acucrdo con ¢l Tecorema 2:

Vg x* =x¥, Vwe{l.2...,p}

Esto significa que la memoria autoasociativa a8 tipo V rccupcra dc
mancra perfecta cl conjunto fundamental completo.

Adcemas, en la demostracion de este Teorema, en ningilin momento aparcce
restriccion alguna sobre p, que es la cardinalidad del conjunto fundamental;
csto quicre decir gque el conjunto fundamental puede crecer tanto como SC
quicra. La consccucncia dirccta cs que ¢l mimero dec patroncs gquc pucdc
aprender una memoria autoasociativa a3 tipo V, con recupceracion perfec-

ta. ¢s maximo.
[ ]

Teorema 6. Sca {(x*,x") | p=1,2,....p} cl conjunto fundamental dc
una memoria antoasociativa a;3 representada por V, y sca X € A” un patron
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alterado con ruido aditivo respecto de algiin patrén fundamental x* con
we{l2..., p}. Si sc presenta X a la memoria V como entrada., y si ademads
para cada i € {1,....n} sc cumple la condici6n de que 3j = jp € {1....,n}. ¢l
cual depende de w y de @ t‘f‘l que ¥ija < a(z}.xj,), cntonces la recuperacion
V g X cs perfecta; es decir VAg X = xv.

Demostracion.- Por hipétesis se ticne que y* = x* Vu € {1,2,....p} ¥,

por consiguicnte. = n. Al establecer estas dos condiciones en ¢l Teorema
4. sc obticnc ¢l resultado: V @z x = x.

El Tecorcma 6 confirma que las memorias autoasociativas a3 tipo V son
immnunes a cierta cantidad de ruido aditivo. '

Dado un i € {1,....n} cualquicra, considercmos las reclacioncs que hay
entre los valores de z% y las coordenadas del vector X. con el fin de analizar
brevemente cada uno de los casos posibles cn la fase de recuperacion. Segin
la hip6tesis del Teorema 6 la recuperacion del valor ¥ se garantiza sicmpre
y cuando para cste valor ¢ sc pucda encontrar un jp € {1....,n} que cumpla
con la desigualdad v;;, < a(a¥.z;,). Existen dos casos posibles para cl valor
de a7

1. Sia¥ =1, cs suficiente que alguna de las entradas del patrén X sca
ccro, para garantizar la recupcracién del valor z¥. Veamos: si existe
Jjo € {1,...,n} para cl cual T, = 0 cntonces, de acucrdo con la Tabla
3.1. a(a¥,%j,) = a(1.0) = 2 y csto significa que vij, < ofzf,Tj),
porquc ¢l maximo valor posible para v;j, cs precisamente 2. scgiin la
misma Tabla.

2. Este caso cs mas restrictivo. Si ¥ = 0, no basta con cncontrar una
entrada cero en cl patrén X. Al hallar el valor de jo € {1,....n} para
cl cual T, = 0, sc debe pedir como condicién adicional que vij # 2,
porque (scgin Tabla 3.1) a(a¥,T;,) = a(0.0) = 1 y csto significa que
la desigualdad v;5, < a(zf.Tj,) sc da sicmpre y cuando vj, # 2. §i
sc llcgase a tener carencia de ceros en las coordenadas dcl patrén x,
la condicién para recuperar cl valor de ¥, al tener Zj, = 1. cs mds
fuerte: v;;, = 0, porque a(0.1) = 0.

Las memorias autoasociativas a3 tipo A sc desarrollan por dualidad,
particndo de los resultados obtenidos para las memorias autoasociativas a3
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tipo V: para cllo. sc realizan cambios similarcs a los que sc indicaron para
las memorias heteroasociativas. También. mientras que las memorias au-
toasociativas a3 tipo V son inmuncs a cierta cantidad de ruido aditivo pero
sensibles a ruido sustractivo, con las memorias autoasociativas a3 tipo A
sucedce lo contrario.

9.3. Densidad Aritmética

Una coleccion de operadores logicos cs funcionalmente completa si toda
proposicién compucsta cs légicamente equivalente a una proposiciéon com-
pucsta que involucre sélo a los operadores de la coleccion (Rosen, 1995).

Es un hecho establecido que los tres operadores légicos de negacién (—),
conjuncion (A) y disyuncién (V) forman una coleccién funcionalmente com-
plcta de opcradores l6gicos:

{"'r A, V}

Existen colecciones funcionalmente completas que constan de dos o dc un
tinico operador. Uno de cstos operadores cs cl que correspondce a la Tabla dc
verdad de la disvuncion negada: la concctiva logica nor, que denotarcinos
con cl operador |.
Scan x y y dos variables l6gicas boolcanas. El operador | s¢ define de la
siguicnte mancra:
aly=-(zVy) | (9-22)

Esto significa que la coleccion {|} es funcionalnente completa. como lo
afirma la Proposicién 1.

Proposicién 1. El opcrador | constituye. por si mismo, una colcccion
funcionalmente completa {{}: si z y y son variables logicas boolcanas. cn-
tonces sc cumplen las siguientes equivalencias:

- = &l=x
zVy = (zly) | (zly) (9-23)
zAhy = (zlz)l (yly)

Tanto para las memorias asociativas morfolégicas como para las memo-
rias asociativas a3 se considera un conjunto fundamental de p asociacioncs:
donde los patrones de entrada ticnen dimension n, v los patrones de salida,
dimension m.
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Al realizar el cdleulo del total de operaciones requeridas para ambas fases
cn las memorias asociativas morfologicas, sc llega a los siguicentes resultados:

La fasc de aprendizaje de una memoria asociativa morfol6gica requicre
dc 28mnp operaciones | y mn(p — 1) operaciones de orden.

La fasc de recuperacion de un patrén de salida en una memoria asociativa
morfoldgica requicre de 198mn opceraciones | y m(n — 1) opcraciones de
orden.

Al realizar cl cdlculo del total de operaciones requeridas para ambas fascs
cn las memorias asociativas a3, sc llega a los siguicntes resultados:

La fasc dc aprendizaje de una memoria asociativa «3 requicre de 28mnp
opcraciones | y mn(p — 1) operaciones de orden.

La fasc dc recuperacién de un patrén de salida en una memoria asociativa
a3 requicre de 147mn operaciones | y m(n — 1) opcraciones de orden.

A diferencia de lo que sucede con las densidades aritméticas de apren-
dizaje. las cuales son iguales en ambos tipos de memorias asociativas, la
densidad aritmética de recuperacién ¢s menor para las memorias asociativas
a3 que la correspondicente a las memorias morfoldgicas,

Resultado comparativo de la densidad aritmética: La fase de re-
cupcracién dec las memorias asociativas morfolégicas requicre de un 34.7%

adicional en ¢l mimero de opceracionces légicas |, respecto de lo que requicren
las memorias asociativas a/3.

9.4. Consideraciones finales del capitulo.

Estc trabajo ticne como producto un modclo de memoria asociativa que
utiliza dos operadores binarios originales que, al combinarlos de ciertas man-
cras, dan lugar a cuatro operacioncs novedosas entre matrices y vectores.

Las memorias asociativas a3 ticnen al menos una ventaja sobre las mor-
folégicas: la densidad aritmética de las memorias a3 cs menor. Ademds. cx-
hiben capacidad méaxima de almacenamicnto y aprendizaje: la recuperacion
cs perfecta para todo el conjunto fundamental.

Las memorias asociativas a3 tipo V son robustas a ruido aditivo pcro
vulnerables ante ruido sustractivo. y las memorias asociativas a3 tipo A son
robustas a ruido sustractivo pero vulnerables ante ruido aditivo.

Las nucvas memorias carccen de problemas de convergencia (son memo-
rias asociativas one shot), lo que potencialmente les permite ser mads rdpidas
que las memorias que requicren convergencia.
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